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ABSTRACT

This work present a model of nonlinear acoustics in relaxing media and its numerical solution
by means of finite differences. An efficient implementation of the numerical method is presented
avoiding convolutional operators. Thus, by optimizing a pair of relaxing parameters the method
present attenuation frequency response that fits a power law experimental data for most
biological tissues. In this way, is possible to obtain arbitrary frequency dependent attenuation
and dispersion in order to model complex heterogeneous media. Furthermore, due to the
generalized formulation, typical processes can be modeled as the molecular relaxation
observed in air and in sea water.

RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo para la propagacién de ondas acusticas en régimen
no lineal, incluyendo procesos de relajacion, asi como la solucion numeérica del mismo
mediante diferencias finitas. A diferencia de otros trabajos, el método propuesto evita el uso de
operadores de convolucion. Asi, mediante la optimizacion de los parametros asociados a dos
procesos de relajaciébn es posible modelar las pérdidas y la dispersion observadas
experimentalmente en la mayoria de tejidos bioldgicos. De esta manera, no sélo es posible
modelar la atenuacion como una potencia arbitraria de la frecuencia, sino también ajustar la
atenuacién a una curva arbitraria describiendo medios heterogéneos complejos. Ademas, con
la formulacién general propuesta, es posible modelar otras situaciones de gran interés como
los procesos de relajacion de las moléculas de aire o del agua salada.

1 INTRODUCCION

Las medidas experimentales de atenuacion acustica en tejidos biologicos revelan la
existencia de una dependencia de las pérdidas en funcién de la frecuencia que en la mayoria
de los casos se puede modelar con una ley de potencia [1], a(f) = ao /7, donde el exponente y
toma valores entre 0.8 y 2. Por otro lado, para describir la propagacion no lineal de ondas
acusticas en estos medios se requiere la inclusion de dichas pérdidas ya que, aun para una
excitacion inicial sinusoidal, cada armonico de los generados durante la propagacion
experimentara una atenuacién distinta. Desafortunadamente, la modelizacion en dominio
temporal de dichas pérdidas requiere de complejos operadores que, en muchos de los casos,
han de resolverse mediante operadores de convolucién, lo que conlleva un prohibitivo empleo
de los recursos computacionales cuando se pretende una solucién numérica del modelo. Otra
opcion bastante extendida para modelizar la atenuacion en dominio temporal es la introduccion
de operadores diferenciales fraccionales, ya sean en dominio espacial, temporal o una
combinacion de ambos. Estos operadores muestran una atenuacidon que sigue una ley de
potencia con la frecuencia, por lo que son muy utilizados para modelar la atenuacién en tejidos
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biolégicos. Sin embargo, el empleo de estos operadores queda reducido a la modelizacion de
una unica ley de potencias, por lo que no son capaces de modelar la atenuacion, y por ende,
la dispersion observada en medios complejos en los que existen variaciones locales de 7.

En este trabajo se presenta un modelo para la propagacién de ondas acusticas en régimen
no lineal con la inclusién de procesos de relajacidon mediante una formulacion generalizada.
Mediante la inclusién de un par de procesos de relajaciéon es posible modelar las pérdidas, asi
como la dispersion, observadas experimentalmente en la mayoria de tejidos bioldgicos. De esta
manera, no solo es posible modelar una unica ley de potencia, sino también ajustar la
atenuacion a una curva arbitraria, lo que presenta una ventaja respecto de los modelos de
pérdidas basados en derivadas parciales fraccionales a la hora de modelar tejidos
heterogéneos complejos. Ademas, puesto que se presenta una formulacién de la relajacion
generalizada, es posible modelar las pérdidas y dispersion de otros medios como es el caso de
los tipicos procesos de relajacion de las moléculas de aire o del agua salada.

2 MODELIZACION

Los principios de conservacion de masa y momento nos proporcionan las expresiones
constitutivas de la acustica no lineal, que para un fluido podemos expresar como [2]

2—’;=—V-(pv) : (1)
p(g—\t/+V~VV):—Vp+77V2V+[§+§77)V(V-V) : (2)

donde p es la densidad total, v es la velocidad de particula, p es la presién acusticay  y ' los
coeficientes de viscosidad transversal y volumétrica respectivamente. Por otro lado, la
existencia de relajacion en un medio acustico conlleva la existencia de una diferencia de fase
entre las variaciones de presién y la densidad. Este desfase se puede expresar formalmente
sobre la ecuacion de estado del fluido la que, conservando los términos no lineales hasta orden
2, podemos expresar como [2]

2
2 CO B 12 ! [ 1

=cop+——p"“—| G(t—t")p'dt , 3
p=cp [ G-t ®)
donde p’ = p — po son las variaciones de densidad respecto del valor de equilibrio po, co es la
velocidad del sonido, B/A es el parametro de no linealidad del medio y G(¢) es el nucleo que
describe la relajacion. Asi, si tenemos en cuenta N procesos de relajacion con decaimiento
exponencial

N 2
G(t)*p'=Z[Me_t/r"H(t))*p' : 4)

n=1 z-n

donde H(¥) es la funcién escalén unitario, 7, es el tiempo caracteristico de relajacion para el
proceso de orden 7, 7, el médulo de relajacion definido cémo 7, = (co*-c,”) / ¢’ siendo ¢, la
velocidad del sonido en el limite de alta frecuencia. Como podemos observar, la modelizacion
de los procesos de relajacién conlleva la inclusién de un operador de convolucion. Este
operador es altamente costoso a la hora de implementarlo computacionalmente en un método
numeérico en dominio temporal, pues requiere del almacenamiento en memoria de todos los
instantes iniciales. Para evitarlo definiremos la variable de estado para cada proceso de
relajacion S, como
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T

n

2
S, =[Me“/ “H (t)j*p' : (5)

Asi, empleando las propiedades de la convolucién, la derivada temporal de la variable de
estado se puede expresar para cada proceso como

2 2
aSn :[_innco e—t/rnH(t)+77nCO J*pv ’ (6)

ot T T

n n n

que, empleando la propia definicion de S,, nos proporciona la evolucién de esta variable en
forma de una ecuacion diferencial ordinaria (ODE)

2
B Lg Mo (7)
ot T T

n n

Finalmente, podemos reescribir la ecuacion de estado en esta formulacion incluyendo N
procesos de manera que

N

—cop+ p ZSn . (8)

Las ecuaciones (1-2, 7-8) se resuelven numéricamente mediante técnicas FDTD (Finite
Differences in Time Domain method). Se ha desarrollado el modelo bajo un sistema de
coordenadas cilindricas axisimétricas para después aplicar diferencias finitas centradas sobre
los operadores diferenciales, obteniendo de esta manera un esquema numérico explicito para
las variables p, p y V.

3 RESULTADOS
3.1 ATENUACION Y DISPERSION POR UN UNICO PROCESO DE RELAJACION

La atenuacion tedrica obtenida para N procesos de relajacion viene dada por [3]

—Z

2 2

2cor 1+’

y la dispersién por

2

N 2

m, @71,

[l 77} | 1o
n=l1 n

Para la validacién del método se ha implementado en primer lugar un unico proceso de
relajacion. De esta manera, se ha considerado una onda plana propagandose a lo largo de la
direccién +z en un medio homogéneo donde co = 1500 m/s, po = 1000 kg/m*, B/A = 5, 5 =
8,90-10“ Pa-s. La frecuencia central de la sefial de banda ancha es fo = 10 MHz vy los
parametros del método numéricos son Ar = Az =2,5-10% m, Ar = 1,14-10” s. Los parametros
de relajacion fueron 7, = 1/2x fo y el médulo #, = 0,0412. Los resultados de la caracterizacion
analitica y la numeérica se muestran en la Figura 1.
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3.2
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Figura 1. Atenuacion y dispersion observadas para un proceso de relajacion simple
en agua. Analitico (linea continua) y numeérico (circulos). Las lineas punteadas
marcan los limites de baja y alta frecuencia para la atenuacion (a=#n,t.w’/ 2co y
o=n,/ 2cyt,) y para la dispersion (coy c).

RELAJACION EN AIRE

La atenuacién en aire estd debida principalmente a los procesos de relajacion de las

moléculas que lo componen, principalmente oxigeno y nitrégeno. Los procesos termo-viscosos,
dominantes a altas frecuencias, se modelan con un coeficiente de difusion » = 4.86-10° Pa-s.
Los parametros de relajacion asociados a dichas moléculas son #[02] = 0.11 m/s, 7{O;] = 6.0
ps, #[N2] = 0.023 m/s, 7[N;] = 531 ps, todos escogidos para una humedad relativa del 34%,
temperatura de 293K y una presiéon ambiente de 1 atm [4-5]. Asi, con el método propuesto se
pueden modelar las pérdidas y dispersion numéricamente como se muestra en la Figura 2.

atenuacion [Np/m]

10' 10° 10° 10* 10° 10° 107

frecuencia [Hz]

Figura 2. Atenuacion en aire modelada numéricamente (circulos) y tedrica (linea
continua) debida a mecanismos termo-viscosos (linea discontinua-punteada) y de
relajacion de las moléculas de oxigeno (linea discontinua) y de nitrogeno (linea
punteada).
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3.3 RELAJACION EN AGUA DE MAR

En el caso del agua de mar, la atenuacion es debida, ademas de a la propia viscosidad del
agua, a los procesos de relajacion asociados a las moléculas de sulfato de magnesio (MgSOa)
y de acido bdrico B(OH)s. Los parametros de relajacion con los que se modela la atenuacion
dependen principalmente de la presién ambiental, la temperatura, la salinidad y el pH del agua
de mar. Las frecuencias tipicas de relajacién estan en torno a 1kHz para el sulfato de magnesio
y 100kHz para el caso del acido bdrico. La Figura 3 muestra la atenuacién obtenida
experimentalmente a presién = 1 atm, temperatura = 4°C, salinidad = 35% y pH = 8.0 [6] y la
modelada numéricamente mediante el método propuesto.

B(OH),

MgSO,

atenuacion [dB/km]

10 10 10° 10* 10° 10
frecuencia [Hz]

Figura 3. Atenuacion en agua de mar modelada numéricamente (circulos) y
experimental (linea continua) debida a mecanismos termo-viscosos del agua (linea
discontinua-punteada) y de relajacion de las moléculas de é&cido boérico (linea
discontinua) y de sulfato de magnesio (linea punteada).

3.4 TEJIDOS BIOLOGICOS

Para el modelado de la atenuacion observada en tejidos biolégicos se ha realizado la
optimizacion de los coeficientes relativos a dos procesos de relajacion. De esta manera se
pueden caracterizar las curvas de atenuacion observadas experimentalmente en tejidos. En la
Figura 4 se muestran los resultados de atenuaciéon obtenidos experimentalmente para una
serie de tejidos blandos [1], asi como algunos fluidos y para las ondas longitudinales en el
craneo. Podemos observar cémo la respuesta de estos tejidos sigue en mayor o menor grado
una ley de potencia con la frecuencia (marcada en nimeros pequenos sobre las curvas). Sin
embargo, esta ley de potencia en muchos casos no es constante, sobre todo en el rango de
frecuencias medido. Con el método propuesto se puede modelizar la absorcion de una ley de
potencia constante (como en el caso de la atenuacion en el tendén, piel, higado o cerebro),
ademas de atenuaciones que siguen una dependencia con la frecuencia arbitraria (como en el
caso de los tejidos del craneo, mama o la atenuacion acustica observada en la sangre).
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Figura 4. Atenuacion obtenida para distintos tejidos biolégicos optimizando los
coeficientes relativos a dos procesos de relajacion. Numérico (marcadores),
experimental (linea continua). Los numeros sobre las curvas indican la ley de
potencia ajustada sobre ese rango de frecuencia.

4 CONCUSIONES

En este trabajo ha propuesto e implementado un novedoso método generalizado para la
modelizacién de ondas acusticas en régimen no lineal incluyendo multiples procesos de
relajacion. De esta manera, y mediante la eleccion de los parametros de relajacion adecuados,
es posible modelizar la atenuacién y dispersion de las ondas de amplitud finita en un fluido.
Concretamente en este trabajo se presentan resultados de atenuacion y dispersion debidos a
los procesos de relajacion de las moléculas de oxigeno y nitrégeno en aire, para los procesos
de relajacion existentes en agua marina y para la modelizacién de la atenuacién en medios
complejos y heterogéneos como son los tejidos bioldgicos.
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